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L.OI CAM ON

Luan van dugce hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Théi
Nguyéen dudi sy huéng dan ctia TS.NGUYEN DINH BINH. Téc gi4 xin
tran trong bay té long kinh trong va biét on sau sic t6i TS.NGUYEN
DINH BINH, thiy da tan tinh chi bio, huéng dan, dong vien khich le va
tao dieu kién thuan 1gi cho tac gia trong sudt qua trinh hoc tap va nghién

cttu luan van.

Qua ban luan van ndy, tac gid xin giii 10i cAm on téi cac thay co trong
truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén néi chung va cic thay
co trong khoa Toan - Tin hoc néi rieng da day bao va diu dat tac gia

trong sudt thoi gian qua.

Tac gia ciing xin cdm on gia dinh, ban be, dong nghiép v tat cd moi
ngudi da quan tam, dong vien va gitip dd dé tac gid c6 thé hoan thanh
luan van cua minh.

Tac gia xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, thang 06 nam 2017

Hoc vién

Bui Thi Haing
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MG DAU

1. Ly do chon dé tai.

Mot phuong trinh dude nhiéu ngudi biét dén va 1a phuong trinh co ban
trong 1y thuyét phuong trinh ham 13 phuong trinh ham Cauchy. Phuong
trinh ham Cauchy la mot trong nhitng linh vic hay va kho cia toan hoc so
cap, n6 c6 nhiéu itng dung trong 1y thuyét phuong trinh ham va trong cac
linh vifc toan hoc va khoa hoc khac, bao gom hinh hoc giai tich, nghién
citu giai tich, gidi tich phic, xac xuat thong ké, giai tich ham, dong lyc
hoc, phuong trinh vi phan, co hoc c¢o dién, co hoc théng ké va kinh té
hoc.

Phuong trinh ham Cauchy da dugc gidi thiéu trong sach cua ong ti
nam 1821. Cauchy da phan tich chat ché phuong trinh dé tu cac gia
thuyét rang ham s6 f bat ki 14 mot ham s6 lién tuc tit R dén R va cac
bién x,y c6 thé 1a cac s6 thuc bat ki. Gauss ciing da nghién citu phuong
trinh ham Cauchy trong cudn sach cua 6ng tit nim 1809, nhung sy nghién
cttu nay khong chit ché va cang khong ré rang. Tré lai nhitng nam trudc
nita, nam 1794, ta c6 thé tim thay trong sach ctia Legendre, & phan danh
cho sy nghién citu ti s6 dién tich ctia cdc hinh chi@ nhat, ci ing dung va
phan tich ctia phuong trinh ham Cauchy, tuy nhién ching van chua chit
ché va khong r6 rang. Do d6 n6 da thu hit sy chi § cua cac tac gia trong
khodng thoi gian dai. Kannappan da viét: “Céc nha nghién citu da dam
mé nhitng phuong trinh nay [Phuong trinh ham Cauchy va 3 kiéu tuong
duong], va sy 4o tudng nay sé tiép tuc vd dan dén nhiéu thanh qua tha
vi hon.”

Huéng di chung ctua viéc nghién ctu phuong trinh ham Cauchy 1a st

dung nhiéu loai diéu kién thong thuong trén ham s6 bat ki. N6 chi ra
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rang trong truong hop diac biét khi f : R — R, méi diéu kién nay suy
ra sy ton tai cia ¢ € R, sao cho f(z) = cx, v6i moi z € R, va thyc té
nay da dugc chiing minh bang nhiéu cach. Vi du, Cauchy da gid st f lién
tuc. Darboux da chitng minh rang f c6 thé dugc gia thiét hoic don diéu
hodc bi chin trén mot khoang, Fréchet, Blumberg, Banach, Sierpinski,
Kac, Alexiewicz-Orlicz, va Figiel da gia thiét rang f 1a do dugc Lebesgue,
Kormes da gia thiét rang f bi chin trén tap do dugc duong, Ostrowski
va Kestelman da gia thiét rang f bi chan tit mot bén trén tap do duoc
duong, va Mehdi da gid thiét rang f bi chin trén trén tap nhom Baire.
Mat khac, Hamel da nghién cttu phuong trinh ham Cauchy khi khong c6
bat ki diéu kién khac clia f. Bang viéc stt dung co sé Hamel, ong ta da suy
ra rang c6 nhiéu nghiém khong tuyén tinh tit phuong trinh ham Cauchy
va ong da tim ra tat ca ching.

Phuong trinh ham Cauchy da duge khai quat héa hay bd sung theo
nhidu huéng. Mot huéng dién hinh 13 14y mién xac dinh v mién gia tri
ctia f thanh cdc nhém cta loai nao d6, vi du (compact dia phuong) nhéom
Polish, va dé ching minh ring néu f théa man mot diéu kién bat ki cta
gid thuyét do dugc (Baire, Haar, hay Christensen), v c6 thé 1a cac gia
thuyét cong tinh, thi né phai lién tuc (Cha y: thay vi néi phuong trinh
ham Cauchy, ta n6i 13 ham thuan nhat hodc cong tinh). Mot huéng khac
13 lgi dung cac gia thuyét tit tinh do duge. Chua huéng di tong quéit nio
la thay déi dinh nghia mién x4c dinh ctia f dé ma sé khong c6 mot cau
tric dai s6 dep nita, ma 1a sé chi don thuan 14 tap con ndo d6 clia mién
x4c dinh chinh thitc, vi dy mot tap 16i, phan bu ctia tap do dugc 0, vv.
Sy bién d6i nay 1a dé thay déi mién gid tri ctia phuong trinh, vi dy, gia
st rang f thoa man phuong trinh ham Cauchy chi véi cip (z,y) thuoc
vao tap con cia R?", vi du da tap (vd f c6 thé duge dinh nghia trén toan
khong gian hodc trén tap con ctia nd). Trong tat ca cac truong hop nay,
ta c6 thée két luan sy ton tai nghiém khong tuyén tinh ctia phuong trinh
ham Cauchy (m#c du céc diéu kién déu manh) hodc (trong trudng hop
khi f dugc gia dinh dinh nghia trén toan bo khong gian) f phai théa méan
né véi tat ca cic cap (r,y) cb the.

Bai toan phuong trinh ham Cauchy va mot s6 bién thé ctia né I cong
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cu dé giai quyét rat nhiéu bai toan phuong trinh ham hay va khé, né xuat
hién nhiéu trong cac dé thi hoc sinh gidi trong nuéc va qubc té va thuong
14 mot thach thic d6i véi hoc sinh. Nhiéu tai liéu va cac dé tai vé phuong
trinh ham Cauchy da dugc bién soan va thiyc hién. Tuy nhién moi tai liéu
chi trinh bay mot s6 van dé va cac ting dung, chua bao quat dugc day di.

V1 vay, cic van dé vé phuong trinh ham Cauchy vAn con rat phong phi.

2. Muc dich.

Muc dich ctia luan van la nghién cttu cac van dé lién quan dén phuong
trinh ham, phuong trinh ham Cauchy va mot s6 bién thé ctia né, xem xét
kha nang giadi dudc va sy on dinh tuong déi clia né déi véi cac tap con
ctia khong gian Euclide da chiéu. Mot s6 loai diéu kién mdéi dudce trinh
bay, chang han nhu mot phuong trinh trong dé6 mot sé mi phic tap céc
ham chua biét.... Cac phan tich dudc mé rong dén mot s6 bién thé cia
phuong trinh ham Cauchy. Dic biét 1a ng dung cac 1y thuyét nay trong
viéc giang day va boi dudng kién thitc toan hoc cho hoc sinh THPT va la

tai liéu tham khao cho sinh vién nganh Toan hoc.

3. D6i tuong va pham vi nghién citu.

D6i tuong nghién cttu clia luan van 1a phuong trinh ham Cauchy va
mot s6 bién thé clia né. Mot cach cu thé, luan van sé trinh bay cac két
qua chinh trong céc tai lieu tham khao [1], [2], [3] va cac bai bao [4], [5].

4. Phuong phap nghién ctiu.

Thu thap cac bai bao khao hoc va tai liéu ctia cac tac gia nghién ctitu
lien quan dén phuong trinh ham Cauchy va tng dung.
Trao doi qua email v6i thay huéng dan vé cac tng dung ctia phuong

trinh ham Cauchy va mot s6 bién thé ctia no.



5. Bo cuc luan van.

Tac gia tién hanh nghién citu hai noi dung chinh tuong tng véi hai
chuong:
Chuong 1. Phuong trinh ham Cauchy.
1.1. Tong quan vé phuong trinh ham.
1.2. Phuong trinh ham Cauchy.
1.3. Phuong trinh ham Cauchy tong quat.
1.4. Mot s6 bai toan tng dung.
Chuong 2. Mot sd bién thé ctia phuong trinh ham Cauchy va
ing dung.
2.1. Tiép can gia tri ban dau.
2.2. Phuong trinh Cauchy trén mién han ché.
2.3. Mot s bién thé clia phuong trinh Cauchy.

2.4. Mot s6 vi du minh hoa.



Chuong 1

Phuong trinh ham Cauchy.

Trong chuong nay, tac gia trinh bay dinh nghia, tinh chat ctia phuong
trinh ham. Trong d6, tac gia di sau vé nghién ctu phuong trinh ham
Cauchy va mot s6 bai toan ing dung.

Noi dung chinh dugc tham khao tai cac tai lieu [1], 2], [3].

1.1 Tong quan vé phuong trinh ham.

Pinh nghia 1.1 Phuong trinh ham la phuong trinh ma an la cdc ham

s0. Gidi phuong trinh ham tic la tim cdc ham s6 chua biét do.

Tiép can phuong trinh ham, méi ngudi ¢6 nhitng co sé v phuong phap
khac nhau. Tuy nhién, dua vao dic trung ctia cac ham ta c6 thé xay dung

dugc mot s6 dinh huéng nhu sau:

1. Thé cac gia tri bién phit hgp: Hau hét cac gia tri ban dau c6 the thé
vao la: x =0, z =1, ...; tit d6 tim ra mot tinh chit quan trong nao
d6 hoac cac gia tri dic biét cua ham hodc tim cach ching minh ham

s6 hidng.

2. Quy nap toan hoc: Day 1a phuong phép sit dung gié tri f(x) va bing
cach quy nap véin € N dé tim f(n). Sau d6 tim f(+) va f(e). Phuong
phap nay thuong ap dung trong bai toan ma 6 dé6 ham f da dugc xéc

dinh trén Q; tit d6 md rong trén cac tap so6 rong hon.

3. St dung phuong trinh Cauchy v kiéu Cauchy.
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. Nghién ctiu tinh don diéu va tinh lién tuc ctia cdc ham. Cac tinh chat

nay ap dung trong phuong trinh ham Cauchy hoac kiéu Cauchy. Céc
phuong trinh d6 néu khong c6 tinh don diéu, lién tuc thi bai toan trd
nén phitc tap hon nhiéu.

. Tim diém c6 dinh ho#c gié tri 0 clia cAc ham.

. Nghién cttu tinh don anh va toan anh cua cac ham liay thua trong

phuong trinh.

. Dy doan ham va diing phuong phap phan chitng dé ching minh diéu

dy doan dung.
Tao nén cac hé thic truy hoi.

Miéu ta tinh chat chdn, 1é ctia ham sb.

T mot s6 dinh huéng néu trén, tic gid tam dic phan phuong trinh

ham Cauchy nén da di sau vao nghién citu né.

1.2 Phuong trinh ham Cauchy.

Dinh nghia 1.2 Phuong trinh ham Cauchy la phuong trinh ham cé dang:

f(:U—l—y):f(x)—i-f(y), Vr, y € R, (11)

trong dé, f(x) la ham zdc dinh trén R.

Ham f thoa man phuong trinh

f(x+y):f(x)+f(y)7 Vz, y € R,

duoc got la ham cong tinh.

Dinh 1y 1.1 Ham s6 lien tuc f(x) la nghiém cia phuong trinh (1.1) khi
va chi khi:

f(x) = ax, Vx € R,

trong do, a la hang so tuy v.



